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摘  要：系统地研究了双剪强度模型的构造特点、边界条件及其应用。其中，利用三参数的确定解模型，可以

推导出平面特征试验点；而通过四参数和六参数的不定解模型，则分别建立了多轴特征强度参数关系方程，并

从理论上得到了多轴等拉强度接近但并不相等的结论。其次，通过对静水应力公式的变换，分别建立了适于平

面和空间应力比例加载条件下的简单强度模型；而由四参数模型则给出了定侧压加载条件下的二轴强度模型。

最后，依据所建立的各种强度模型，在仅知道材料的单轴拉、压强度的极端条件下，给出了推算所有缺失的特

征强度和任意加载条件下的极限强度的两个计算流程图；并据此对多种混凝土的多轴强度进行了验证，其结果

则说明了模型是合理的。 
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Abstract:  This paper studies the constructional features, boundary conditions and application requirements of 
the twin shear strength model. Firstly, the multiaxial strength relationship is derived based on the three-, four- and 
six-parameter models. Then, the simplified strength model is established to facilitate structural analysis under 
proportional loading. At last, the proposed multiaxial strength model is proved to be valid.  
Key words:  strength theory; twin shear strength theory; multiaxial strength model; eigenvalue equation of 
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不论任何工程材料，在其相应的在役结构

中，大多都处于多轴应力状态之中。对混凝土材

料来说，由于混凝土自身所存在的一系列特性，

如离散性大、脆性(或准脆性)、抗压强度远高于抗

拉强度等，使得混凝土的多轴强度，特别是真三

轴强度不易得到，如多轴等拉强度和高强混凝土
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的三轴等压强度及较大应力比例条件下的三轴受

压强度等。然而，由于现代混凝土结构的需要，

如核电站混凝土安全壳、大坝基础、海洋采油平

台等，又迫切需要深入研究混凝土的多轴强度本

构关系和强度-变形本构关系等，从而实现对材料

强度进行恰当的估计，做到既不浪费材料，又对

结构不造成安全隐患。 
自 20 世纪 60 年代以后，真三轴试验机开始

问世[1―2]，我国稍晚并于 1984 年首先由清华大学

研制成功[3]；此后，河海大学[4]、大连理工大学[5―6]

等单位相继研制成功。而在此以前，对混凝土的

多轴研究仅局限于常规三轴(伪三轴)如 Föppl (1900
年)。在强度理论研究中，不论是平面应力还是空

间应力，也不论是混凝土或其他工程材料(如金属

等)，能正确反映材料的多轴强度的模型是十分困

难的；从各国学者所提出的百种之多破坏准则和

强度模型来看，就说明了这一问题，这也正是强

度理论多变性的根本所在[7]。虽然这些模型的数学

表达式各不相同，但它们在 π0 平面(过坐标原点且

垂直于静水应力轴的平面)极限线的形状都差不

多，且其极限线都包含在下限单剪强度理论和上

限双剪强度理论之中[7]。此外，还有大量的基于试

验数据的拟合方程。所谓下限单剪强度理论，亦

就是 Mohr-Columb 理论(1900 年)，而上限双剪强

度理论，则是由俞茂宏教授所创建的(1961 年―至

今)，其阶段性代表作和理论集成可参见文[7―12]
等。到目前为止，尽管模型众多，但所有的模型

均具有一定的局限性，并不能很好地普遍反映材

料的多轴强度特征。 
双剪强度理论虽然在理论上具有完美的演化

过程，按其理论表述可以描述已知和未知的所有

可能的强度理论。但其仍存在着许多缺陷，因而

适用性并不强，如对特征试验点的验算或推导这

一简单问题就无法解决；同时，双剪强度理论主

要是建立在正交八面单元体基础之上的，然而关

于正交八面体强度模型及其规律等，双剪强度理

论并没有深入研究。而文[13]以正交八面体和等倾

八面体为两个重要的过渡特征单元体，初步建立

起了广义八面体理论体系；系统地研究了正交八

面体强度模型及规律、广义八面体的变形本构关

系和强度-变形本构关系等内容，补充和完善了双

剪强度理论中的一些重要内容。 
本文正是从针对双剪强度模型无法解决特征

试验点的简单问题入手，然后再考虑复杂应力条

件下的极限强度问题，系统地研究双剪强度模型

的构造特点、边界条件及其适应性等。在研究双

剪强度模型的参数变化规律时，发现双剪理论体

系包含有丰富的内容，如可以反映中间应力和静

水应力项等，相应的模型可以准确无误地推导出

特征试验点(多轴等拉强度、等压强度)，对二轴定

侧压加载情形，相应的模型均可给出较好的计算

结果。但对于多轴比例加载情形，则很难给出恰

当的模拟结果。通过对二轴定侧压加载和多轴比

例加载的双剪强度模型进行对比研究，发现了基

于静水应力公式，通过变换，在充分反映初始加

载条件的前提下，所得到的简单模型可以很好地

模拟多轴比例加载的极限强度，并由此可以模拟

所有可能的边界条件及其相应的结果，从而为相

关方面的深入研究(如仿真等)提供了极大的便利    
条件。 

最后，本文以公开文献的多轴强度试验数

据，分别对二轴定侧压加载及二轴和三轴比例加

载情形进行了计算验证。其中，混凝土种类包括

普通混凝土、钢纤维混凝土、大骨料混凝土和钢

纤维轻骨料混凝土。通过大量的试验数据，验证

了模型的合理性。 

1  可推导某一特征试验点的双剪三

参数强度模型 

根据双剪理论的基本定义，三组双剪正应力

和双剪主切应力的具体表达式为： 

2
i j

ij
σ σ

σ
+

= ， , 1,2,3i j = ， i j≠ , ij jiσ σ=   (1a) 

2
i j

ij
σ σ

τ
−

= ， , 1,2,3i j = ， i j≠ , ij jiτ τ= −   (1b) 

若 i j= ，则式(1a)表示主应力，式(1b)表示剪

应力为 0，那么式(1a)和式(1b)统一表示为主平面。 

若 i j≠ ，则式(1a)和式(1b)分别为双剪正应力

和双剪主切应力的表达式，亦即 45o
最大剪切破坏

面上的正应力和切应力。 
对于双剪三参数强度模型，本文给出以下两

种模型 TS311 和 TS312(T 表示双剪应力，S 或 D
表示模型中的双剪应力为单独或成对出现，3 表示

模型为 3 参数，第 1 个 1 表示本类模型中的第 1
个子类模型，最后一个 1 或 2 表示本子类模型中

的第 1 或第 2 类边界条件。以下类同)。 
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可推导 ccf 的模型 TS311 和可推导 ttf 的模型

TS312 的双剪应力形式均为(本文以下各模型中的

符号意义见附录 A)： 
13 1 12 2 13 12 1( ) Cτ β τ β σ σ+ + + =         (2) 

当以 ( , , )t c ttf f f 为第一类特征试验点时，即为

模型 TS311，其代数解为： 

1
4 3

3
γ α αγβ
α αγ
− −=

+
, 2 3

α αγβ
α αγ

−=
+

, 1
2
3 tC fγ

α αγ
=

+
。 

当以 ( , , )t c ccf f f 为第二类特征试验点时，即为

模型 TS312。则其代数解为： 

1
3 4

4
α α ααβ
α α αα

+ −=
− +

,  2 4
α αβ

α α αα
−=

− +
, 

1
2

4 tC fα
α α αα

=
− +

。 

由于双剪强度模型具有高度的对称性和边界

条件与模型相适应的严格一致性[13]，因此存在对

偶模型 TS321 和 TS322，这里不再给出。而其他

三参数模型则不能导出某一特征试验点。对于所

有正确的双剪强度模型，在没有特征强度参数相

互关系的条件下，双剪强度模型不能唯一确定某

一特征应力。因此，下文中将给出多轴强度的特

征关系方程。 

2  多轴特征强度参数方程 

根据线性方程组非满秩的数理意义，亦即模

型中相关参数的相互依赖关系，从而造成方程组

不满秩情形。通过双剪四参数和六参数的不定解

模型，分别求得平面特征强度参数(单轴和二轴)关
系方程、二轴和三轴特征强度参数相互关系方程

和所有 6 个特征强度参数的相互关系方程。 
不定解模型 TS411 的双剪应力形式如下： 

13 1 12 2 13 12 3 2( ) m Cτ θ τ θ σ σ θ σ+ + + + =      (3a) 

式中， 1 2 3

3m
σ σ σσ + += (下同，符号意义见附录 A)。 

以 ( , , , )t c tt ccf f f f 为边界条件，此时方程组的

秩为非满秩，则特征强度参数方程为： 
1 1 1 1

tt cc t cf f f f
+ = +             (3b) 

由该模型计算 ttf 或 ccf 与由模型 TS312 和

TS322 或 TS311 和 TS321 的计算结果相同，由此

建立起了单轴与二轴特征强度参数的相互关系。 
不定解模型 TD431 的双剪应力形式为： 

2
13 12 1 23 2 13 12 3 3( ) m Cτ τ ξ σ ξ σ σ ξ σ+ + + + + =   (4a) 

以 ( , , , )tt cc ttt cccf f f f 为边界条件，同样该方程

组为非满秩，因此，求得特征强度参数间的隐含

关系式为： 
22 4 4 1 4cc tt

cc ttt tt ccc ttt

f f
f f f f f

⎛ ⎞−
+ − = +⎜ ⎟

⎝ ⎠
    (4b) 

由式(4b)将二轴和三轴特征强度参数关系联系

了起来。但是，若无 tttf 或 cccf 试验值，如何恰当

确定 cccf 或 tttf 的值。进一步地，若无 ttf 和 ccf 试

验值的前提下，如何恰当确定 ccf 和 ttf 的值，或者

通过什么样的评价标准去判断取值是否合理，将

是一个重要问题。 

为了全面反映多轴强度参数间的关系，取双

剪六参数的不定解模型 TD611，其双剪应力表达

式如式(5a)所示。 
2

13 23 1 13 23 2 3 12( ) mτ τ ψ σ σ ψ σ ψ σ+ + + + + +  
2 3

4 13 23 5 13 23 4( ) ( ) Cψ σ σ ψ σ σ+ + + =    (5a) 
以 ( , , , , , )t c tt cc ttt cccf f f f f f 为边界条件，方程组

非满秩，则多轴强度间的关系方程为： 

1 3 3 12 1 1 2

2 1 1 2 1 3 3 1

S P S PS P S P
N P N P N P N P

−− =
− −

        (5b) 

其中，式中的每一项均为计算过程中的上一步的

代数表达式，具体过程详见附录 B。 
鉴于式(5b)不能给出 tttf 或 cccf 的显式解，这

就要求在求 tttf 或 cccf 时，需要对式 (5b)进行判

断，若式(5b)成立，则说明多轴特征强度的所有取

值合理。但由于截断误差和累积误差的影响，很

难使式(5b)完全成立。此时，应给出一个相对误差

界作为判断条件，比如取式(5b)的(左边值−右边

值)/左边值×100%作为相对误差，若相对误差小于

5%，则判断多轴特征强度间的关系正确。 

3  定侧压加载方式下的二轴压极限

强度模型 

本文采用以下两个双剪四参数多项式强度模

型对平面定侧压情形进行讨论。模型 TD411 的双

剪应力形式为： 
2 2

13 23 1 13 23 2 13 23 3 12 5( ) ( ) Cτ τ χ σ σ χ σ σ χ σ+ + + + + + =  

(6a) 
以 ( , , , )t c tt ccf f f f 为边界条件，则其代数解为： 

1 8 ( 2 ) 1Xχ α α γ= + − ， 

2
2 {4 [( 2)( 1) 2] 1}

t
X

f
αχ α α γ= + + − − ， 
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3
2 [1 4 ( 2)( 1) ]

t
X

f
αχ α α γ= − + + ， 5 8 tC Xfαγ= ， 

其中： 
1 2

[ ( 2)(1 8 ) 3 (2 3 )] 4 ( 3 )
X α

α α α γ α α γ α α
−=

+ − + − + +
。 

因有 cc cf f≥ ，所以有
1
2

α ≠ ，因此 0X ≠ ，

所以模型不会退化。 
对定侧压双轴压情形，将式(6a)变换为： 

2
2 3 2 2 1 3 1 24 4( )c out c outf B A fχ σ χ φ σ σ φ σ+ + + +  

2 1 52 ( 2) 4 0c outf B Cφ σ + − =        (6b) 
式中， 1 2 3A χ χ= + ， 1 1 1B χ= − 。当利用式(6b)计

算极限强度 3σ 时，将 2σ 变换为 2 2in outσ σ ，其中

2inσ 为设定输入侧压值，并以 2in cfσ φ= 表示，φ
为设定侧压比， 2outσ 为试件破坏时输出侧压值    

(下同)。 
模型 TD411 的对偶模型 TD421 的双剪应力形

式为： 
2 2

13 12 1 13 12 2 13 12 3 23 6( ) ( ) Cτ τ υ σ σ υ σ σ υ σ+ + + + + + =  
(7a) 

以 ( , , , )t c tt ccf f f f 为边界条件，则其代数解为： 

1 1 4 (2 1)Xυ αγ α= − + , 

2
2 {2 [ ( 1) ( 1)] 1}

t
X

f
υ γ α α α α= + + + − , 

3
2 [1 2 ( )(2 1) ]

t
X

f
υ γ α α α= − + + ， 6 4 tC Xfαγ= ， 

式中： 

2 2
2

[( )(4 ) 9 ] [3 (2 1) 2 ]
X γ α

γ α α α αα α γ α α
−=

+ − + − + +
。 

因 2α γ≠ ，即 2t ttf f≠ ，亦即有 t ttf f≈ ≈  

tttf ，所以该模型不会退化。 

对定侧压双轴压情形，将式(7a)变换为： 
2

2 3 2 2 2 3 2 22( ) 2c out c outA B A f B fσ φ σ σ φ σ+ + + +  

2 2 64 0c outf A Cφ σ − =           (7b) 
式中： 2 2 3A υ υ= + ， 2 1 1B υ= − 。 

在利用模型 TD411 和 TD421 对二轴定侧压加

载条件下进行计算验证可知，预测结果与试验值

较为符合(特别是低应力条件下符合较好)。但根据

双剪强度模型的边界条件与其适应性严格一致的

特点 [13]，对比例加载条件下的试验值进行验证

时，则发现其误差太大，因而不适于比例加载条件 

下的极限强度模型。但另外也发现了，对于二轴

定侧压加载条件下的极限强度模型必须考虑初始

条件。通过进一步地对比研究发现，在考虑初始

条件的情况下，对静水应力公式进行变换，则相

应的变换公式可较好地模拟所有比例加载条件下

的极限强度，从而可以摆脱一般基于试验数据的

拟合方程或者是其他过于复杂的模型。 

4  比例加载方式下的平面与空间极限

强度模型 

根据比例加载条件下，材料的极限强度与初

始边界条件基本一致，即极限强度一般均与侧向

应力成简单的线性比例关系，因此，极限强度很

容易推算得到。通过上文分析，由静水应力公式

并考虑初始边界条件，对静水应力公式进行变

换，其变换公式可分别适于比例加载条件下的平

面和空间应力条件下的极限强度模型，即： 
平面压压： 

2
3 2

2

1
1 1/

ωσ σ
ω

+=
+

， 3
2

2

σω
σ

=          (8a) 

平面拉压： 
1

1 3
1

1 1/
1

ωσ σ
ω

+=
+

， 3
1

1

σω
σ

=          (8b) 

空间压压压或拉拉压： 

1 2 1 3 2 3
3

1 2

(1 )(1 1/ )
1 1/ 1/

σ σ ω ω ω ω
σ

ω ω
+ + + +

=
+ +

， 

2
3

1

σω
σ

=                            (8c) 

空间拉压压或拉拉拉： 

2 3 2 3 1 2
1

1 3

(1 1/ )(1 1/ 1/ )
1

σ σ ω ω ω ω
σ

ω ω
+ + + +

=
+ +

  (8d) 

5  多轴强度模型的计算流程 

一般地，对于低强度等级的材料，在真三轴

试验机上可以较为准确地获得 tf 、 cf 、 ccf 和 cccf
试验值；而对于强度等级较高的材料，则可较为

准确地获得 tf 、 cf 、 ccf 或 ttf 和 tttf 试验值；其他未

知特征强度参数，以及极端情况下，在只有 tf 和

cf 值时，仍可利用本文所提出的强度模型，计算

出相应缺少的特征值及复杂应力条件下的所有可

能的极限强度值。其计算流程如图 1、图 2 所示。
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图 1  多轴特征强度计算流程 I 
Fig.1  Flow chart one of eigenvalue calcaulation of multiaxial strength 

 
图 2  任意加载方式下的极限强度计算流程 II 

Fig.2  Flow chart two for ultimate strengths calculation under arbitrary loading conditions 

根据文[14―18]的结论，即多轴等拉强度与单

轴抗拉强度接近，虽然不同的文献中给出的具体

倍数有所差异。如文[14]认为混凝土的多轴抗拉强

度应低于单轴抗拉强度，只在少数情况下会出现

相等的可能；文[15]认为在任意应力比例下，二轴

抗拉强度与其单轴抗拉强度接近，三轴抗拉强度
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略低于单轴抗拉强度；文[16]认为三轴等拉强度与

单轴抗拉强度相等；而文[17]则认为三轴等拉强度

仅相当于单轴抗拉强度的 0.7 倍，文[18]只取三轴

等拉强度为单轴的 0.9 倍。 
根据计算流程 I，若仅知单轴拉强度、压强度

时，可首先假定 1tt tf fη= ，由式(3b)计算 ccf ；再

假定 2ttt tf fη= ，由式(4b)计算 cccf ；再由式(5b)判

断材料的特征强度参数的相容性。如果超过规定

的误差范围，则调整 1η 、 2η ，并重新计算，最后

得到同一强度等级的混凝土如下多轴强度关系：

1tt tf fη= 、 2ttt tf fη= 、 3cc cf fη= 和 4ccc cf fη= 。 
事实上，由式(3b)可知，若 t ttf f= ，则必有 cf =  

ccf 。对普通混凝土材料来说，一般有 cc cf f> ，

所以有 t ttf f> ，亦即 1 1η < 。 

根据 Kupfer 等(1969 年)所给出的混凝土双轴

压强度模型，则有 3 1.2η ≈ ；而 Rosenthal(1970 年)
所给出的模型为 3 2.2η ≈ ；过镇海等(1996 年)所给

出的模型则为 3 1.3η ≈ 。因此，若以 Rosenthal 所

给出的模型为上限，则有 31 2.2η< 。从设计上

偏安全的角度，可取 Kupfer 的取值 3 1.2η = 。对三

轴受压，文[18]给出的最高设计值为 4 5.0η = 。 

再根据文[18]，取 0.09α = (C20―C55 的平均

值)， 2 0.9η = ，则由式(3b)可得 1 0.985η = 。因此有

2 10.9 1η η< < ，亦即 t tt tttf f f> > ，说明多轴等拉强度

虽然接近但不相等。据此，可对式(3b)、式(4b)作
进一步地变换，则有： 

3
1

3 3 3

1
1 (1 1/ ) ( 1)

ηη
α η η α η

= =
+ − + −

      (9a) 

即： 
3 11

3 1 3

(1 )1/ 1
1 1/ ( 1)

η ηηα
η η η

−−= =
− −

               (9b) 
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η η

η
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η η η

⎛ ⎞
+ −⎜ ⎟
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− +⎜ ⎟
⎝ ⎠

               (9c) 
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1 3 2 1 2 4

2 2 ( )
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− −
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− −
           (9d) 

令式(9b)和式(9d)相等，则得： 
1

2 1

4 3
1 2 2

2
2

2( )

A

A

ηη η
η η

η η η

⎛ ⎞− +⎜ ⎟
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， 1

3

1
1

A η
η
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−

     (9e) 

根据以上取值，利用式(4b)或式(9c)或式(9e)，
可得 4 5.49η ≈ 。与文[18]的最高设计限制值接近

(偏于安全)。但实际情况可能往往高于这一值。 

由于混凝土的多轴强度与单轴强度的密切联

系，即由式(3b)、式(4b)、式(5b)和式(9d)等可知，

多轴强度是单轴强度的反映，单轴强度则蕴含有

多轴强度的特征。因此，若分别给定α 、 1η 、 2η
和 3η 任意两个的不同估计值，那么 4η 的变化范围

可能很大；其他情况亦然。 

6  算例 

6.1  定侧压混凝土二轴受压的极限强度 
采用文[19]的原始试验数据，并分别利用式

(6b)和式(7b)，对定侧压下混凝土二轴受压的极限

强度进行计算，如表 1 所示。其特征试验值为：

tf =3.14MPa， cf =34.2MPa， ccf =40.7MPa。 

 表 1  单侧压下混凝土受压强度试验和计算值比较 /MPa 
Table 1  Comparison of test and computational compressive 

strength under lateral pressure 

 0.2 fc 0.4 fc 0.6 fc 

−σ2 9.02 19.29 30.02 
−σ3 45.11 48.22 50.03 

−σ3 计(式(6b)) 41.70 52.29 64.41 
相对误差 −7.6 8.4 28.1 

−σ3 计(式(7b)) 42.05 50.44 59.02 
相对误差 −6.8 4.6 18.0 

式(6b)、式(7b)均值 41.88 51.37 61.72 
相对误差 7.2 6.5 23.1 

注：1) 相对误差 Er=(计算值−试验值)/试验值×100%(下同)； 
2) 数据均取原始数据的平均值(下同)； 
3) 对原始试验数据中的异常值没有剔除(下同)。 

由表 1 的计算结果可知，两种相应的模型均

可适应，再次说明了双剪强度模型的对称性，因

而计算时可选择其中之一，也可取二者的平均

值。从有限的三个试验数据的计算结果来看，只

有一个数据的相对误差较大，或许说明原始试验

数据就存在较大的误差，或者是其他原因，因该

批试验数据太少，尚无法做出进一步地判断。此

外，由于文献中没有三轴定侧压加载的详细试验

数据，因此，这里不再给出该情形的算例，但其

模型可参见文[13]。 
6.2  比例加载条件下全级配大骨料混凝土的二轴

拉压极限强度 
采用文[14]中的大骨料混凝土的二轴拉压原始

试验数据，由式(8b)进行计算，如表 2 所示。其

中，特征试验值为：试件尺寸为 450mm×450mm× 
1200mm 的全级配混凝土 (表 2 中代号为 A1) 的

ft=1.15MPa， fc=11.17MPa；试件尺寸为 450mm× 
450mm×1200mm 的湿筛二级配混凝土(表 2 中代号
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为 A2)的 ft=1.25MPa，fc=13.59MPa；试件尺寸为

150mm×150mm×300mm 的湿筛二级配混凝土(表 2
中代号为 A3)的 ft=1.84MPa，fc=14.83MPa(原试验

方法依据水工混凝土试验规程 SD108-1982)；试件

尺寸为 150mm×150mm×300mm 的湿筛全级配混凝

土 ( 表 2 中 代 号 为 A4) 的 ft=2.156MPa ， fc= 
21.11MPa；试件尺寸为 200mm×200mm×200mm 的

湿 筛 全 级 配 混 凝 土 ( 表 2 中 代 号 为 A5) 的
ft =1.29MPa，fc = 20.00MPa；试件尺寸为 450mm× 
450mm×450mm 的全级配混凝土(粗骨料粒径 5mm―

150mm，表 2 中代号为 A6)的 tf =0.896MPa，

fc=14.27MPa，表 2 中代号为 A7 的试件尺寸为

450mm×450mm×700mm，其他同 A6。 

表 2  比例加载方式下混凝土二轴拉压极限 
  强度试验与计算值 /MPa 
Table 2  Test and computational values of concrete tensile and 

compressive strength under biaxial proportional loading 

代号 σ1∶σ3 σ1 − σ3 σ1 计 Er 
−0.05∶1 0.34 7.03 0.35 3.4 
−0.10∶1 0.56 5.97 0.60 6.6 
−0.15∶1 0.68 4.55 0.68 0.4 
−0.20∶1 0.77 3.94 0.79 2.3 

A1 

−0.35∶1 0.70 2.06 0.72 3.0 

−0.05∶1 0.42 8.68 0.43  3.3 
−0.10∶1 0.56 5.93 0.59 5.9 
−0.20∶1 0.78 3.93 0.79 0.8 

A2 

−0.35∶1 1.00 2.99 1.05 4.7 

−0.05∶1 0.58 10.30 0.52 −11.2 
−0.10∶1 0.87 9.33 0.93 7.2 
−0.20∶1 1.07 6.16 1.23 15.1 
−0.25∶1 1.35 5.72 1.43 5.9 

A3 

−0.35∶1 1.35 4.08 1.43 5.8 

−0.27∶1 1.29 4.76 1.29  −0.4  
−0.24∶1 1.47 6.12 1.47 −0.1 
−0.39∶1 1.96 5.00 1.95 −0.5 
−0.25∶1 1.04 4.13 1.03 −0.7 
−0.09∶1 0.60 6.63 0.60 −0.6 
−0.08∶1 0.49 6.23 0.50 1.7 
−0.10∶1 0.71 7.14 0.71 0.6 
−0.04∶1 0.33 8.67 0.35 5.1 
−0.02∶1 0.32 17.80 0.36 11.3 

A4 

−0.04∶1 0.45 11.00 0.44 −2.2 

−0.10∶1 0.65 6.33 0.63 −2.6 
−0.29∶1 1.23 4.32 1.25 1.9 
−0.15∶1 0.83 5.40 0.81 −2.4 
−0.06∶1 0.53 8.95 0.54 1.3 
−0.18∶1 1.00 5.56 1.00 0.1 
−0.15∶1 1.11 7.56 1.13 2.2 
−0.23∶1 0.23 10.37 2.39 937 
−0.40∶1 0.23 5.86 2.34 919 

A5 

−0.20∶1 0.50 5.56 1.11 122 
 

                                       (续 表) 

代号 σ1∶σ3 σ1 − σ3 σ1 计 Er 
−0.10∶1 2.60 3.25 0.33 −87.5 
−0.15∶1 0.40 2.70 0.41 1.3 
−0.06∶1 0.31 5.00 0.30 −3.2 
−0.01∶1 0.31 3.80 0.04 −87.7 
−0.05∶1 0.22 5.00 0.25 13.6 
−0.08∶1 0.36 4.60 0.37 2.2 

A6 

−0.30∶1 0.60 2.00 0.60 0.0 

A7 −0.10∶1 0.63 6.42 0.64 1.9 

从表 2 的计算结果来看，在 A5 中有 3 个值明

显异常。若去掉这 3 个特别异常值，则相对误差

大于 10%的数据只有 6 个，占总数 41 个的

14.6%。这也说明了，利用式(8b)可以对试验过程

中的异常值进行判断并剔除。 
6.3  比例加载条件下混凝土的三轴极限强度 

采用文[14]的原始试验数据及计算结果如表 3
所示。其中，特征试验值为： ft=2.17MPa， fc= 
23.48MPa，fttt=1.55MPa。 

表 3  比例加载方式下混凝土三轴极限 
 强度试验与计算值 /MPa 
Table 3  Test and computational values of concrete strength 

under triaxial proportional loading 

三轴压/压/压(由式(8c)计算) 初始条件 

σ1∶σ2∶σ3 − σ1 − σ2 − σ3 − σ3 计 Er 

0.1∶0.1∶1 5.546 5.369 52.43 54.57 4.1 
0.1∶0.25∶1 7.32 17.5 73.6 71.58 − 2.7 
0.1∶0.3∶1 7.815 21.38 71.77 74.63 4.0 
0.1∶0.5∶1 7.0 34.5 70.2 69.50 − 1.0 
0.1∶0.75∶1 6.19 46.95 62.13 62.25 0.2 

0.1∶1∶1 6.13 61.66 61.71 61.48 − 0.4 
0.25∶0.25∶1 39.20 36.716 149.35 151.75 1.6 
0.25∶0.3∶1 46.5 56.69 188.01 187.48 − 0.3 

0.25∶0.75∶1 46.473 90.194 187.28 149.51 − 20.2
0.1∶1∶1 6.13 61.66 61.71 61.48 − 0.4 

0.25∶0.25∶1 39.20 36.716 149.35 151.75 1.6 
0.25∶0.3∶1 46.5 56.69 188.01 187.48 − 0.3 

0.25∶0.75∶1 46.473 90.194 187.28 149.51 − 20.2
0.25∶1∶1 42.89 173.17 176.165 172.36 − 2.2 
0.3∶1∶1 23.95 79.038 79.886 79.43 − 0.6 

三轴拉/压/压(由式(8d)计算) 初始条件 

σ1∶σ2∶σ3 − σ2 − σ3 σ1 σ1 计 Er 

0.5∶− 1∶− 1 1.935 1.712 0.866 0.91 5.1 
0.75∶− 1∶− 1 1.419 1.295 1.12 1.02 − 9.2 

1∶− 1∶− 1 1.207 1.717 1.204 1.44 20.0 
0.25∶− 1∶− 1 2.57 2.718 0.555 0.66 19.0 

三轴拉/拉/压(由式(8c)计算) 初始条件 

σ1∶σ2∶σ3 σ1 σ2 − σ3 −σ3 计 Er 

0.5∶0.5∶− 1 1.12 1.12 2.24 2.24 0.0 
0.75∶0.75∶− 1 1.35 1.35 1.80 1.80 0.0 
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(续 表)     
三轴拉/拉/压(由式(8c)计算) 初始条件 

σ1:σ2:σ3 σ1 σ2 − σ3 −σ3 计 Er 
0.25∶0.25∶− 1 1.15 1.15 4.61 4.60 − 0.2 
0.1∶0.05∶− 1 0.97 0.48 9.72 9.65 − 0.7 
0.5∶0.5∶− 1 2.16 2.16 4.31 4.32 0.2 

0.05∶0.05∶− 1 0.48 0.48 9.64 9.60 − 0.4 
1∶0.1∶− 1 2.70 0.27 2.70 2.70 0.0 

0.5∶0.1∶− 1 1.80 0.24 2.40 2.94 22.5 

三轴拉/拉/拉(由式(8d)计算) 初始条件 
σ1∶σ2∶σ3 σ2 σ3 σ1 σ1 计 Er 

1∶0.25∶0.25 0.53 0.53 2.12 2.12 0.0 
1∶0.5∶0.5 1.165 1.165 2.33 2.33 0.0 

    注：1) 由于文[14]没有给出混凝土的原始配比和具体试验概 况 ，

且原始试验数据可能不是来自同批试件，因单轴抗压强度并

不相等，同时还由于单轴抗拉强度和三轴等拉强度可能太

低，因原始三轴非等拉强度已经大于单轴抗拉强度，所以这

里取二轴和三轴等拉强度的估计值。其中 η1=0.985，η2= 
0.9，η3=1.2，η4=13.65(η4 可能偏高，是因为按式(5b)验证时

取较高的精度 5%所致，若取较低的精度，η4 将降低)；2) 利
用式(8c)、式(8d)计算时，ω1、ω2、ω3 均取其绝对值(下同)。 

从表3 的计算结果可知，相对误差大于 10%的

数据有 4 个，占总数 29 个的 13.8%，而且小于

10%的误差大多接近于 0。说明通过比例加载方式

下的简单的三轴极限强度模型，可以很好地预测

不同加载比例下的极限强度。 
6.4  比例加载条件下钢纤维混凝土的三轴极限强度 

采用文[14]中的钢纤维混凝土的原始试验数据

及其计算结果如表 4 所示。其特征试验值分别为：

纲纤维掺量为 1%时，fc=27.0MPa，fttt=1.72MPa；
掺量为 0.5%时，fc=26.5MPa；掺量为 1.5%时，

fc=30.0MPa；掺量为 2.0 %时，fc=26.0MPa；掺量

为 2.5%时，fc=32.8MPa。 

表 4  比例加载方式下钢纤维混凝土三轴极限 
 强度试验与计算值 /MPa 
Table 4  Test and computational values of steel fiber concrete 

strength under triaxial proportional loading 

钢纤维掺量：1.0% 初始条件 
σ1∶σ2∶σ3 −σ1 −σ2 −σ3 −σ3 计 Er 

0.1∶0.1∶1 6.31 7.08 59.84 66.84 11.7 
0.1∶0.25∶1 8.17 17.84 71.09 76.36 7.4 
0.1∶0.5∶1 12.47 43.63 84.74 104.31 23.1 
0.1∶0.75∶1 7.19 50.63 71.99 69.67 −3.2 

0.1∶1∶1 7.13 55.64 61.21 62.99 2.9 
0.25∶0.25∶1 37.82 45.29 153.13 165.55 8.1 
0.25∶0.3∶1 36.79 43.47 178.80 146.03 −18.3
0.25∶0.5∶1 43.72 84.98 168.54 172.40 2.3 

 −σ2 −σ3 σ1   
0.25∶−1∶−1 5.00 5.55 1.38 1.32 −4.6 
0.5∶−1∶−1 3.76 4.00 2.14 1.94 −9.4 
0.75∶−1∶−1 2.44 2.79 1.83 1.96 6.9 

1∶−1∶−1 2.07 2.32 2.12 2.19 3.4 

(续 表)   
 σ1 σ2 −σ3 −σ3 计 Er 

0.25∶0.1∶−1 1.16 0.46 4.62 4.62 0.0 
0.5∶0.1∶−1 2.18 0.44 4.35 4.38 0.9 

0.75∶0.1∶−1 2.78 0.37 3.70 3.70 0.1 
1∶0.1∶−1 3.20 0.32 3.20 3.20 0.0 

0.25∶0.25∶−1 0.78 0.78 3.10 3.12 0.6 
0.75∶0.75∶−1 1.79 1.79 2.39 2.39 −0.1 

 σ2 σ3 σ1 σ1 计 Er 
1∶0.25∶0.25 0.64 0.64 2.56 2.56 0.0 

1∶0.5∶0.5 1.34 1.34 2.67 2.68 0.4 
1∶0.75∶0.75 1.41 1.41 1.88 1.88 0.0 

钢纤维掺量：2.0% 初始条件 
σ1∶σ2∶σ3 −σ1 −σ2 −σ3 −σ3 计 Er 

0.1∶0.1∶1 6.27 7.24 59.09 67.38 14.0 
0.1∶0.25∶1 7.71 16.25 67.67 70.79 4.6 
0.1∶0.5∶1 8.96 34.81 70.63 78.98 11.8 
0.1∶0.75∶1 7.55 44.11 59.41 66.64 12.2 

 −σ2 −σ3 σ1 σ1 计 Er 
0.25∶−1∶−1 5.54 5.98 1.42 1.44 1.3 
0.5∶−1∶−1 3.72 3.94 1.72 1.91 11.3 
1∶−1∶−1 1.59 1.81 1.94 1.70 −12.6

钢纤维掺量：0.5% 初始条件 
σ1∶σ2∶σ3 −σ1 −σ2 −σ3 −σ3 计 Er 

0.1∶0.1∶1 5.75 6.18 50.84 59.61 17.3 
0.1∶0.25∶1 7.86 16.55 59.81 72.13 20.6 
0.1∶0.5∶1 7.72 29.75 60.59 67.77 11.9 
0.1∶0.75∶1 7.05 43.23 61.83 63.75 3.1 

0.1∶1∶1 6.11 54.47 56.43 57.69 2.2 
0.25∶0.25∶1 34.57 33.10 128.34 135.31 5.4 

 −σ2 −σ3 σ1 σ1 计 Er 
0.25∶−1∶−1 5.65 6.04 1.43 1.46 2.1 
0.75∶−1∶−1 3.34 3.62 2.66 2.61 −2.0 
0.5∶−1∶−1 4.57 4.91 2.27 2.39 4.3 

1:−1:−1 2.51 2.81 2.68 2.66 −0.9 
钢纤维掺量：1.5% 初始条件 

σ1∶σ2∶σ3 −σ1 −σ2 −σ3 −σ3 计 Er 
0.1∶0.1∶1 8.08 6.86 62.40 74.45 19.3 
0.1∶0.25∶1 7.63 17.67 69.21 73.44 6.1 
0.1∶0.5∶1 8.43 34.33 69.13 76.08 10.1 
0.1∶0.75∶1 7.93 51.87 68.03 74.06 8.9 

0.1∶1∶1 6.40 55.43 52.19 59.56 14.1 

 −σ2 −σ3 σ1   
0.25∶−1∶−1 6.46 6.94 1.59 1.67 5.3 
0.75∶−1∶−1 3.51 4.09 1.69 2.84 68.1 
0.5∶−1∶−1 2.62 2.88 1.83 1.37 −24.9

 钢纤维掺量：2.5% 

 −σ1 −σ2 −σ3 −σ3 计 Er 
0.1∶0.1∶1 6.90 5.34 51.20 60.70 18.6 
0.1∶0.25∶1 6.68 16.80 73.78 67.00 −9.2 
0.1∶0.5∶1 7.55 33.60 66.73 71.23 6.7 
0.1∶0.75∶1 7.89 52.05 69.25 74.00 6.9 

 −σ2 −σ3 σ1 σ1 计 Er 
0.25∶−1∶−1 4.82 5.21 1.07 1.25 17.1 
0.75∶−1∶−1 2.81 3.12 1.69 2.22 31.4 
0.5∶−1∶−1 2.39 2.65 1.82 1.26 −30.9
1∶−1∶−1 1.83 1.91 2.41 1.87 −22.4
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表 4 中共有 54 个试验数据，相对误差大于

10%的有 20 个，占总数的 37.0%。 
6.5  钢纤维轻骨料混凝土的三轴极限强度 

采用文[14]中的钢纤维轻骨料混凝土的原始试

验数据及其计算结果如表 5 所示。其中：纲纤维

掺量为 1%时，fc=21.6MPa, fccc=160.9MPa；掺量

为  0.5%时， fc=18.4MPa；掺量为  1.5%时， fc= 
19.5MPa；掺量为  2.0%时， fc=20.0MPa；掺量为

2.5%时，fc=17.4MPa。 
表 5  比例加载方式下钢纤维轻骨料混凝土三轴极限强度 

试验与计算值               /MPa 
Table 5  Test and computational values of steel fiber light 

concrete strength under triaxial proportional loading 

钢纤维掺量：1.0%(由式(8c)计算) 初始条件 
σ1∶σ2∶σ3 −σ1 −σ2 −σ3 −σ3 计 Er 

0.1∶0.1∶1 2.60 2.87 27.19 27.32 0.5 
0.1∶0.25∶1 3.54 7.72 32.50 33.06 1.7 
0.1∶0.5∶1 3.79 16.77 33.36 35.65 6.9 
0.1∶0.75∶1 3.85 25.21 33.68 35.97 6.8 

0.1∶1∶1 4.89 31.13 32.14 39.02 21.4 
0.25∶0.25∶1 11.47 12.77 45.65 48.41 6.0 
0.25∶0.5∶1 12.73 24.67 48.73 50.12 2.9 

0.25∶0.75∶1 15.88 41.64 55.36 59.39 7.3 
0.25∶1∶1 12.10 45.25 44.48 46.80 5.2 
0.5∶0.5∶1 60.39 60.00 121.69 120.39 −1.1 

0.75∶0.75∶1 114.39 113.71 154.37 152.07 −1.5 
钢纤维掺量：1.0%(由式(8d)计算) 初始条件 

σ1∶σ2∶σ3 −σ2 −σ3 σ1 σ1 计 Er 
0.25∶−1∶−1 2.75 3.00 0.78 0.72 −7.9 
0.5∶−1∶−1 1.86 1.90 1.17 0.94 −19.7 
0.75∶−1∶−1 2.17 2.11 1.56 1.60 2.9 

1∶−1∶−1 1.87 1.71 1.69 1.79 5.8 
钢纤维掺量：0.5%(由式(8c)计算) 初始条件 

σ1∶σ2∶σ3 −σ1 −σ2 −σ3 −σ3 计 Er 
0.1∶0.1∶1 3.23 3.29 29.19 32.60 11.7 
0.1∶0.25∶1 4.75 8.91 35.66 41.14 15.4 
0.1∶0.5∶1 4.13 20.15 38.33 40.80 6.4 
0.1∶0.75∶1 3.28 24.63 33.08 32.82 −0.8 

0.1∶1∶1 3.08 29.03 29.88 29.90 0.1 
钢纤维掺量：1.5%(由式(8c)计算) 初始条件 

σ1∶σ2∶σ3 −σ1 −σ2 −σ3 −σ3 计 Er 
0.1∶0.1∶1 3.57 2.90 29.84 32.18 7.8 
0.1∶0.25∶1 3.57 8.33 33.34 34.49 3.4 
0.1∶0.5∶1 4.06 18.28 36.11 38.53 6.7 
0.1∶0.75∶1 3.17 22.54 30.38 30.87 1.6 

0.1∶1∶1 3.23 29.80 31.68 31.02 −2.1 
钢纤维掺量：2.0%(由式(8c)计算) 初始条件 

σ1∶σ2∶σ3 −σ1 −σ2 −σ3 −σ3 计 Er 
0.1∶0.1∶1 3.49 3.73 31.66 36.08 14.0 
0.1∶0.25∶1 3.75 8.91 34.97 36.56 4.5 
0.1∶0.5∶1 4.18 17.67 35.79 38.43 7.4 
0.1∶0.75∶1 4.04 25.61 35.25 37.14 5.4 

0.1∶1∶1 3.58 31.09 31.73 33.36 5.1 

(续 表) 
钢纤维掺量：2.5%(由式(8c)计算) 初始条件 

σ1∶σ2∶σ3 −σ1 −σ2 −σ3 −σ3 计 Er 

0.1∶0.1∶1 3.09 2.77 26.83 29.26 9.0  
0.1∶0.25∶1 3.10 6.55 29.88 28.50 −4.6 
0.1∶0.5∶1 3.59 15.50 31.74 33.36 5.1 
0.1∶0.75∶1 3.37 22.66 32.68 31.91 −2.4 

0.1∶1∶1 4.11 30.40 30.10 35.35 17.4 

由计算结果可知，该批试验数据较为准确，

没有太大的异常值，相对误差大于 10%的只有 6
个，占总数 36 个的 16.7%，且最大相对误差仅为

21.4%。 

7  结论 

(1) 所建立的双剪三参数定解强度模型，可推

导出 4 个平面特征试验点中所缺失的任意一个；

而通过双剪四参数和六参数的不定解多项式强度

模型，则分别建立了多轴特征强度参数间的关系

方程，并得到了多轴等拉强度相近而不相等的结

论；同时也表明了多轴强度是单轴强度的反映，

单轴强度则蕴含有多轴强度的特征。 
(2) 考虑初始边界条件并对静水应力公式进行

变换，得到了分别适于平面和空间应力在比例加

载条件下的简单的强度模型；而通过双剪四参数

的确定解模型，则给出了单侧压加载条件下的二

轴强度模型。 
(3) 给出了在仅知单轴拉强度、压强度的极端

条件下，仍可计算出所有缺失的特征强度和任意

应力加载条件下的极限强度计算流程图。 
(4) 通过对普通混凝土、大骨料混凝土、钢纤

维混凝土和钢纤维轻骨料混凝土的多轴强度试验

数据的计算验证，表明了所提出的模型是合理的。 
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附录 A.  

本文所用到的符号。 
12σ 、 23σ 、 13σ 为双剪正应力。 

12τ 、 23τ 、 13τ 为双剪主切应力。 

tf 、 cf 、 ttf 、 ccf 、 tttf 、 cccf 分别为单轴抗

拉、抗压强度、二轴和三轴等拉、等压强度，统

称为特征强度参数或其他相应的名称。 
( ,0,0)tf 为主应力表达方式下的特征试验点，

其中应力符号表示为：拉“+”，压“−”，并有

1 2 3σ σ σ 。其他类同。 

( , , )t c ttf f f 为三参数模型的一类边界条件，仅

以材料强度参数表示。实际应为 ( ,0,0)tf 、

(0,0, )cf− 和 ( , ,0)tt ttf f 三个特征试验点。其他类

同。 
t

c

f
f

α = 、 cc

c

f
f

α = 、 tt

c

f
f

γ = 、 ttt

c

f
f

γ = 、

ccc

c

f
f

λ = 表示量纲为 1 的材料特征强度试验参数。 

iβ ， iθ ， iξ ， iψ ， iχ ， iυ 和 iC 分别为多项

式强度模型中的待定系数和强度参数，其中

1,2,3,4,5,6i = 。 
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mσ 为静水应力，或称为平均应力，或球应

力。 
3

1
1

σω
σ

= 、 3
2

2

σω
σ

= 、 2
3

1

σω
σ

= 表示由静水应

力变换得到的比例加载条件下强度模型的初始边

界条件。 

2 2in outσ σ 为二轴定侧压加载条件下的 2σ 的

变换式，其中 2inσ 为设定的输入侧压值，并以

2in cfσ φ= 表示，φ 为初始设定侧压比； 2outσ 为试

件破坏时输出的侧压值。其他类同。 
1 2 3 4η η η η、 、 、 表示量纲为 1 的材料特征强

度估计参数。即 1tt tf fη= 、 2ttt tf fη= 、 3cc cf fη=
和 4ccc cf fη= 。 

附录 B.  

式(5c)推导过程中的中间步骤。 

1 t ttA f f= + ， 2 2
1 2 4t t tt ttB f f f f= + + ， 

2 ttt cccA f f= − ， 2 2
2 ttt ttt ccc cccB f f f f= − + ， 

1 2
1 2 c

cc cc

fD
f f

= − ， 2
1 3 2 c

cc cc

fD
f f

⎛ ⎞
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⎝ ⎠
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4 2

3
c
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f f
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4 9 4 c
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3
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1 27 8
2

c
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fD f
f
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1 1 c
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fE
f f
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1 1 c

tt tt
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f f
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3
1 2

3
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fE
f f
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